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Topologia I. Examen VII

Para cada x € R, y cada ¢ € R™, se define el subconjunto:

G(z,e)={az} | (zr—cx+e[ NQ)
En R consideramos ahora para cada x € R la familia de subconjuntos:
Be ={G(z,e) | e €R"}

Ejercicio 1 (4 puntos). Demuestra que 3, es base de entornos para una unica to-
pologia T en R. Prueba que los subconjuntos G(z,¢) son abiertos de la topologia

T.

Para ello, hemos de comprobar las 4 hipotesis del correspondiente teorema. Dado
x € R, tenemos que:

V1) B, # 0, pues G(z,1) € B,, por ejemplo.

V2) Sea G(z,¢) € B,. Trivialmente, se tiene que x € G(x,¢) por la definicién de
G(z,¢).

V3) Sean G(w,¢e1), G(z,e2) € 5,. Buscamos €3 € RT tal que G(x,e3) C G(x,e1) N
G(z,e9). Sea €3 = min{ey, 9} v se tiene de forma directa.

V4) Sea G(z,e) € f,. Buscamos &’ € R* tal que G(z,¢') C G(z,¢) y, para todo
y € G(x,€'), buscamos £” € RT tal que G(y,e") C G(z,¢).

Sea ¢’ = ¢, y la primera inclusion es trivial. Sea ahoray € G(z,¢) Clx—e, z+<].
Como ]z — e,z + €] es abierto en (R,7T), tenemos que 3" € R* tal que
ly—€e"y+€"| C ]z —e,x+ ¢l Por tanto, como y € G(x,¢) tenemos que
G(y,e") C G(x,¢).

Por tanto, [, es base de entornos para una tunica topologia 7 en R. Veamos
ahora que G(x,¢) es abierto de la topologia 7. Para ello, veremos que G(z,¢) es
entorno de cada uno de sus puntos.

Sea y € G(x,¢). Hemos visto que 3¢’ € R* tal que G(y,¢’) C G(x,e). Como
G(y,€') € N,y G(y,e') C G(z,¢), tenemos que G(z,¢) € N,. Por tanto, G(z,¢) es
entorno de cada uno de sus puntos, y por tanto es abierto de la topologia T .

Ejercicio 2 (1 punto). Da una base de 7.

Sea el siguiente conjunto, y demostraremos que es base de T
B={G(z,e) |z €R,e e R"}

En primer lugar, por lo visto al final del ejercicio anterior, tenemos que B C 7.
Veamos ahora que, para todo U € T y para todo x € U, existe B € B tal que
re€BCU.ComoxeUE€T,entonces U € N, y como (3, es una base de enornos
de z, entonces dB € 3, tal que z € B C U.

Ejercicio 3 (1 punto). Prueba que 7, C 7. jEs el espacio (R, 7) Haussdorf?
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C) Sea U € T,. Entonces, veamos que U es entorno de todos sus puntos en 7. Sea
z € U. Como U € T,, entonces Je € R* tal que |x — g,z + ¢[C U. Por tanto

G(z,e) = {z} U (Je —e,z+e] NQ) Clz—e,x+e[C U

Como z € G(z,e) C U,y G(x,e) € N,, entonces U € N, en T,y por tanto
UeT.

Para ver que T, # T, sea G(0,1) € T,,.
G(0,1) = 0] — 1,1]

Como 0 € G(0,1), pero fle € R* tal que B(0,¢) C G(0, 1), entonces G(0,1) ¢ Ny
en T,, y por tanto G(0,1) ¢ T,.

Veamos ahora que (R, 7) es T2. Dados z,y € R, = # y, como (R,7,) es T2,
W VeT, CT,conzelU, ye VyUNV =(. Por tanto, (R, T) si es T2.

Ejercicio 4 (1 punto). Calcula la clausura de G(z,¢) en (R, 7).

Veamos que G(z,¢) =[x — e,z + €.

C) Claramente, G(z,e) C [t —e,x + €|,y [x —e,x + €] € C7, C C7 . Por tanto,

G(x,e) Clx —e,x + €]

D) Seay € [x —¢e,x +¢€|. Veamos que y € G(z,¢). Basta comprobar que, para todo
§ € R*, se tiene que G(y,0) N G(x, ) # 0.

Como y € B(z,¢), en (R,7,) tenemos que B(z,e) N B(y,0) € T, por ser
intersecciéon de abiertos. Por la densidad de Q en R, tenemos que:

B(z,e)NB(y,0) NQ= Jz—e,z+e[ N Jy—38y+d NQ #0  VieR"

Por tanto,
D+ lx—co+el N]y—0,y+d0 NQCG(x,e)NG(y,d) V§eRT
y tenemos entonces que y € m.
Ejercicio 5 (1 punto). Describe la topologia Tg\g.
Veamos que, para todo z € R\ Q, se tiene que {z} € Tr\q.
G(r,e) NR\Q = ({a}Ulz — ,5+¢[ NQ)NR\Q = {2} "R\ Q = {x}

Por tanto, como G(z,e) € T, entonces G(r,e) "R\ Q € Tgr\g. Por tanto,
{z} € Tr\@- Como la unién de abiertos es abierta, entonces:

Tae =z} | v €R\Q} = PR\ Q) = el

Por tanto, tenemos que es la topologia discreta en R\ Q.

b}
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Ejercicio 6 (2 puntos). Estudia si (R,7) es 1AN o 2AN.

Veamos que (R, 7) es 1AN. Para todo = € R, veamos que el siguiente conjunto
es una base de entornos de x:

- {a (st inen)

Como /n € R para todo n € N, entonces (. C [,. Veamos ahora que, para todo
e € RT, existe n € N tal que G (x,1/n) C G(z,¢). Esto es cierto ya que consideramos
n € N tal que /n < g, 0 equivalentemente n > 1/c. Esto siempre es posible ya que
{Yn} — 0.

Por tanto, 3 es base de entornos de x numerable, y por tanto (R, 7) es 1AN.

Veamos ahora que no es 2AN. Por reduccién al absurdo, supongamos que (R, 7T)
es 2AN. Entonces, como esta propiedad es hereditaria, (R \ Q, 7r\g) serfa 2AN. No
obstante, su base més econémica es B’ = {{z} | x € R\ Q}, que claramente no
es numerable por no serlo R\ Q. Por tanto, llegamos a un absurdo, y (R, 7) no es
2AN.

Ejercicio 7 (1 punto extra). Prueba que para toda sucesién {z,},eny C R\ Q que
converja a un punto zy € R, existe ng € N tal que x,, = xg para todo n > ng, y por
tanto o € R\ Q.

Como la sucesién converge a xg, entonces dado ¢ € R, Ing € N tal que z, €
G(zg,€) para todo n = ng. No obstante, x,, € R\ Q para todo n € N, y ademés
G(zo,¢) \ {zo} C Q, por lo que z,, = x( para todo n = ny.

Ademsds, como z,, € R\ Q para todo n € N, entonces o € R\ Q.



